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MỞ ĐẦU  

1. Lý do chọn đề tài 

  Cho W là một miền trong
nC , u  là một hàm điều hòa dưới xác định 

trên W,u ¹ ¥  và m  là số nguyên: 1 m n£ £ . Ta nói rằng u  là một hàm 

m - điều hòa dưới  nếu với mỗi 
1 1
, ...,

m
h h

-
trong ˆ

m
G  , thì bất đẳng thức 

                                   1 1
... 0c n m

m
dd u h h w -

-
Ù Ù Ù ³  

xảy ra theo nghĩa dòng, trong đó  

                       ( ){ }1,1
ˆ : 0,..., ,n m m n m

m
Ch h w h w- -G = Î Ù ³ Ù   

2| |cdd zw =  là dạng Kahler trong 
nC  và 

( )1,1
C  là không gian các 

(1,1) - dạng với hệ số hằng.  

Lớp các hàm m - điều hòa dưới được S.Y. Li giới thiệu lần đầu tiên 

vào năm 2004 ([10]). Sau đó, năm 2005, Z. Blocki ([2]) đã nghiên cứu miền 

xác định của toán tử Hessian ( )c m n mdd u w -Ù . Blocki đã chứng minh sự tồn 

tại của nghiệm liên tục của bài toán Dirchlet thuần nhất trong hình cầu đơn vị  

của 
nC . Gần đây, L.H. Chinh ([6]) dựa theo các lớp Cegrell đã mở rộng các 

lớp năng lượng hữu hạn cho các hàm m - điều hòa dưới.  

Mục đích của luận văn này là chứng minh các điều kiện đủ cho tính 

duy nhất của hàm m - điều hòa dưới. Vì hai hàm đa điều hòa dưới có thể 

bằng nhau trên một tập mở của một miền mà không nhất thiết trùng nhau 

(chẳng hạn 0u º  và ( ) max(log | |, 0)v z z= ), nên một cách tự nhiên có thể 

đặt thêm các giả thiết trên các độ đo Hessian của ,u v  để đảm bảo rằngu vº  

trên toàn bộ W. Kết quả đầu tiên theo hướng này là Định lý của Bloom và 

Levenbeng về tính duy nhất của việc mở rộng các hàm đa điều hòa dưới cực 

đại. Định lý này cũng tìm thấy áp dụng trong một số bài toán về thuyết đa thế 

vị có trọng (xem [3]). Các kết quả tiếp theo, chúng ta chú ý đến  
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Định lý 0.1. ([4]) Giả sử nK Ì C  là một tập compact và lồi đa thức. W là 

một miền bị chặn chứa K . ,u v  là các hàm đa điều hòa  dưới bị chặn trong 

W, thỏa mãn u v£   trên W. u v=  trên một lân cận liên thông của ¶W ,v  

liên tục và thỏa mãn ( ) 0c ndd v =  trên \ KW . Khi đó  u v=  trên \ KW . 

Định lý 0.2. ([7]) Giả sử W là một miền siêu lồi bị chặn trong 
nC . K Ì W là 

một tập lồi chỉnh hình compact của W. 
1 2
,u u  là các hàm đa điều hòa dưới âm 

sao cho các điều kiện sau xảy ra: 

     1 2
) lim ( ) lim ( ) 0;

z z
a u z u z

® ¶W ® ¶W
= =  

1 2
) ( ) ( )c n c nb dd u dd u£  trên \ KW  và

2
( ) ;c n

K

dd u < ¥ò  

     1 2
)c u u<

 
trên \ KW ; 

     

1 2
) ( ) ( )c n c n

K K

d dd u dd u£ò ò
 

Khi đó 
1 2

u u=  trên \ KW . 
 

Trong luận văn này, chúng tôi sẽ trình bày việc tổng quát hóa hai kết 

quả trên đối với lớp các hàm m -  điều hòa dưới. Do đó chúng tôi chọn đề tài: 

“Tính duy nhất của hàm m - điều hòa dưới trong các lớp Cegrell”.  

Đề tài có ý nghĩa thời sự, đã và đang được nhiều nhà toán học trong và 

ngoài nước quan tâm nghiên cứu. 

2. Mục đích và nhiệm vụ nghiên cứu 

        Nghiên cứu một số tính chất của các lớp năng lượng U.Cegrell của hàm 

m - điều hoà dưới và tính duy nhất của hàm m - điều hoà dưới trong các lớp 

Cegrell. 

3. Phương pháp nghiên cứu 

        Sử dụng các phương pháp của lý thuyết đa thế vị phức. 

4. Bố cục của luận văn  

Nội dung luận văn gồm 38 trang, được viết dựa trên các tài liệu [1], [6] và [8], 
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trong đó có phần mở đầu, hai chương nội dung, phần kết luận và danh mục tài 

liệu tham khảo. 

Chương 1: Trình bày tổng quan một số kết quả về các tính chất của hàm điều 

hoà dưới, hàm m - điều hoà dưới và toán tử Hessian. Một số kết quả về các 

lớp Cegrell của hàm m -  điều hoà dưới 

Chương 2: Là nội dung chính của luận văn, trình bày một số kết quả về tính 

duy nhất của hàm m - điều hoà dưới trong các lớp Cegrell và áp dụng. 

Cuối cùng là phần kết luận trình bày tóm tắt kết quả đạt được.  
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CHƯƠNG 1 

CÁC LỚP CEGRELL ĐỐI VỚI HÀM m - ĐIỀU HÒA DƯỚI  

 

1.1. Hàm điều hòa dưới 

 Định nghĩa 1.1.1. Giả sử W là tập mở trong £ . Hàm ): ,u éW® - ¥ + ¥êë
 

gọi là điều hòa dưới trên W nếu nó nửa liên tục trên trên W và thỏa mãn bất 

đẳng thức dưới trung bình trên W, nghĩa là với mọi w Î W tồn tại 0d >  sao 

cho với mọi 0 r d£ £  ta có 

                                     
2

0

1
( ) ( ) .

2

itu u re dt
p

w w
p

£ +ò                              

Kí hiệu tập hợp các hàm điều hòa dưới trên W là ( )SH W .  

Mệnh đề 1.1.2. Giả sử W là tập mở trong £ , , ( )Î Wu v SH . Khi đó: 

( )i   ax( , )m u v là hàm điều hòa dưới trên W. 

( )ii  Tập các hàm điều hòa dưới trên W là một nón, nghĩa là nếu 

, ( )u v SHÎ W  và , 0a b >  thì u va b+  cũng thuộc ( )SH W . 

Định lý 1.1.3 Giả sử W là miền bị chặn trong £ , ( )Î Wu SH . Khi đó: 

   ( )i  Nếu u đạt cực đại toàn thể tại một điểm trên W thì u là hằng số trên W. 

   ( )ii  Nếu  lim sup ( ) 0
z

u z
V

V
®

£ " Î ¶W thì 0u £  trên W. 

Định lý 1.1.4. Giả sử W là tập mở trong £  và u  là hàm nửa liên tục trên 

trên W. Khi đó các mệnh đề sau là tương đương. 

   ( )i u là hàm điều hòa dưới trên W. 

   ( )ii Với mọi w Î W, tồn tại 0d >  sao cho ( , 0)w dD > Ì W và với mọi 

0 , 0 2r td p£ < £ < ta có 

2 22

2 20

1
( ) ( ) .

2 2 os( )

it ir
u re u e d

rc t r

p
qd

w w d q
p d d q

-
+ £ +

- - +
ò  
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trong đó { }( , 0) :z zw d w dD > = Î W - £  là đĩa đóng tâm w  bán kính .d  

   ( )iii  Với mọi miền D compact tương đối trong W và h là hàm điều hòa trên 

trên D, liên tục trên D  thỏa mãn  

 

ta có u h£ trên D. 

Định lý 1.1.5. Giả sử { }
n

u  là dãy giảm các hàm điều hòa dưới trên tập mở 

W trên £  và lim .
nn

u u
® ¥

=  Khi đó u  là hàm điều hòa dưới trên W. 

1.2. Hàm m-điều hòa dưới và toán tử Hessian phức 

        Ký hiệu b  là dạng Kahler chuẩn trong n£  và W là một miền 

m - siêu lồi bị chặn  trong n£ , tức là tồn tại một hàm m - điều hòa dưới liên 

tục  :f -W® ¡  sao cho  { } ,  cf < WÐ với mỗi  0c < .   

Ta kết hợp (1,1) -  dạng thực a  trong n£  với  các ma trận Hermitian [  ]
jk

a  

bởi  
,

.
jk j k

j k

i
a dz dza

p
= Ùå  Khi đó dạng Kähler chính tắc  b  được kết 

hợp với ma trận đồng nhất I .  Ta có   ( ) ±
( ) .n k n k n

k k
S Aa b b-Ù =   

Định nghĩa 1.2.1. C ho a  là  (1,1) - dạng thực trên W . Ta nói rằng a  là m -  

dương tại một điểm cho trước P Î W nếu tại điểm này ta có: 

                                                       0,     1,..., .j n j j ka b -Ù ³ " =  

a  gọi là m - dương nếu nó là m - dương tại mọi điểm thuộc W.     

      Cho T  là một dòng song bậc ( , )( )n k n k k m- - £ . Khi đó T  

được gọi là m - dương nếu 
1

.... 0
k

Ta aÙ Ù Ù ³ , với mọi (1,1) - dạng 

m -  dương 
1
 ,  ...,  

k
a a . 

Định nghĩa 1.2.2. Hàm { }:u W® È - ¥¡   được gọi là m - điều hòa  

lim sup( )( ) 0 ( )
z

u h z D
V

V
®

- £ Î ¶


